
V 4TT2+ 1/4 ausgezeichnet sein könnte; aber die 
Zahl 411 = 3-137 paßt vorzüglich hierher, denn 
sie ist gerade bis auf einen Faktor 2 das Verhält-
nis von U und der Konstanten der St rahlungskraf t 
2 e 2 

d i e i n a l l e n vorangehenden Arbeiten des 

Verf. offen oder latent war, weil sich nu r mit ihrer 
Hilfe die St rahlungskraf t in eine reine Quanten-
mechanik einfügen läßt. Der Wert 1 = 0 ließe auf 
Bose-Statistik schließen. 

Eine eingehendere Diskussion ist wohl im 
Augenblick wegen der Unsicherheit der Massen-
bestimmungen sowohl wie der vorliegenden Theo-
rie nicht angebracht. Es sei n u r erwähnt, daß wir 
auch einige Eigenwerte f ü r I = 1/2 direkt aus der 
Differentialgleichung (20) bestimmt haben. In 

diesem Falle gibt es gerade und ungerade Eigen-
funktionen. Das Ergebnis zeigt Tab. 2 in Viel-
fachen von m e . Die theoretische Ungenauigkeit 
ist etwa 4%. hauptsächlich wegen der Unsicher-
heit der Operatordarstellung. Die beiden letzten 
Werte sind geschätzt. 

g e r a d e u n g e r a d e 

m i = 184 m2 = 225 
m3 = 318 m4 = 332 
rn5 < 380 m6 = 380 . 

T a b . 2. 

Der erste Wert liegt sehr tief. Es wäre von 
Interesse, ob man diese Möglichkeit schon sicher 
ausschließen kann. Eine obere Grenze des dis-
kreten Mesonenspektrums bei 411 m e kann wohl 
als recht wahrscheinlich gelten. 
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1. E n t w i c k l u n g d e s P r o b l e m s 

Di r a c 1 hat die Maxwellschen Potentiale fü r 
eine bewegte Punkt ladung in folgender Form 

dargestellt. Seien (a?a) = (r Act) die Koordinaten 
des Aufpunktes und [2 a (s)] = [ r 0 ( s ) , ic t0(s) ] mit 
zf( = —c~ die der Bahnkurve einer Punkt ladung 
+ e, dann lauten die retardierten Potentiale: 

2 e r 
% (*) = y2 j K (*) f ( a ) ds • (1) 

ret, 

1 P . A. M. D i r a c , P r o c . R o y . Soc . [ L o n d o n ] , S e r . A 
167, 148 [1938]; M. H . L . P r y c e , P r o c . R o y . Soc. [Lon-
don! . S e r . A 168. 389 [1938], 

Da rin bedeutet o das Quadrat des Abstandvektors' 
[xa — za(s)]: 

° = T T ( 2 > 

und die Integration (ret) ist über alle Punkte der 
Bahnkurve im Kegel vor x zu erstrecken. F ü r die 
Maxwellsche Theorie gilt speziell 

f * = 6 (°) • (3) 

Darin ist 8 die Diracsche Punktfunkt ion. 
Bekanntlich führt dieser Ansatz zu einer un-

endlichen Ruhmasse der Punkt ladung. Die ge-
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wohnliche, in der erwähnten Arbeit von Dirac be-
sonders betonte Abwandlung der Bewegungsglei-
chung besteht in der Annahme, daß sich die Wech-
selwirkung zwischen geladenen Teilchen nach der 
Maxwellschen Theorie berechne, daß man aber fü r 
die Ruhmasse einen endlichen Wert einzusetzen 
habe. Man kann dies durch Abänderung des An-
satzes in Gl. (3) beschreiben2. Das Diracsche 
Modell folgt aus 

mn c* 
ö ( V - o ) - ~ d ' ( V - o ) . (4) 

Das zweite Glied allein liefert, wenn man will, 
die Basis fü r Heitiers Theorie der Strahlungs-
dämpfung, in der die Feldselbstenergie 0 gesetzt 
wird. H ö n l und P a p a p e t r o u 3 haben 1939, von 
ganz anderen Überlegungen herkommend, das 
aus dem Ansatz 

( / - a) - ~ ö< (V-o) 

+ k d" ( V - o ) 

folgende Modell studiert4. Der Ansatz 

(5) 

Tmult ( ° ) - Y Y — o ' 

der eine Yukawa-artige Modifikation des Cou-
lomb-Potentials [<p = — (1 — liefert, ist 

r 

inzwischen von zahlreichen Autoren untersucht 
w o r d e n 5 - 8 . R. P. F e y n m a n 9 betrachtet neuer-
dings den Ansatz 

f tn\ a a v ~ 0 
TF ( ° ) = ~2~ E (7) 

Alle oben angegebenen Abwandlungen des 
Maxwellschen Ansatzes / = 8 (o) garantieren die 
Endlichkeit der Ruhmasse. Die Forderung end-
licher Masse reicht also zur Bestimmung der das 

2 F . B o p p , A n n . P h y s i k (5 ) 43, 565 [1943]. 
3 H . H ö n l u . A . P a p a p e t r o u , Z. P h y s i k 112. 65 

L1939]; 114, 478 [1939]; 116, 154 [1940] . 
4 F . B o p p , Z. N a t u r f o r s c h g . 1, 196 [1946]; v g l . 

F i a t - R e v i e w , B d . 13, K e r n p h y s i k I , 1. K a p i t e l . 
5 F . B o p p , A n n . P h y s i k (5 ) 38, 345 [1940]. 
6 E . C. G . S t u e c k e 1 b e r g , H e l v . p h y s i c a A c t a 14, 

5 1 [1941], h a t n o c h v o r h e r e i n e n v e r w a n d t e n A n s a t z 
v o r g e s c h l a g e n . 

7 A . L a n d e u . L . H . T h o m a s , P h y s i c . R e v . 60, 
121 [1941]; 60, 514 [1941]; 65, 175 [1944] . 

8 B. P o d o l s k y u . Ch . K i k u c h i , P h y s i c . R e v . 65. 
228 [1944], 

Potential erzeugenden Funktion f (o) nicht aus. 
Line weitere Einengung der Möglichkeiten ergibt 
sich aus dem W e s s e l 1 0 - D i r a c s c h e n 1 Para-
doxon (vgl. B o p p 2 ' 1 1 ) . Wenn ein Elektron ein 
Kraftfeld passiert, so wird es beschleunigt. Die 
damit verbundene Deformation des Feldes führt 
zu einer Abänderung der Teilchenmasse. (Die 
Beschleunigungsabhängigkeit der Masse ist ja 
jetzt durch die Radiospektroskopie auch experi-
mentell sichergestellt.) Nach dem Austritt aus dem 
Kraftfeld geht clie Feldänderung jedenfalls nicht 
sofort zurück. Sie braucht überhaupt nicht dem 
alten Gleichgewicht zuzustreben, und tut es auch 
nicht im Falle der Ansätze in den Gin. (4) und (5). 
Beidemal erhält man die von Wessel und Dirac 
und neuerdings auch von H ö n l 1 2 diskutierte 
Selbstbeschleunigung1 3 auf Lichtgeschwindigkeit. 
Hönl versucht diese Selbstbeschleunigung korre-
spondenzmäßig mit der begrenzten Lebensdauer 
instabiler Teilchen zu verbinden. F ü r stabile Teil-
chen muß man fordern, daß das Eigenfeld der 
Teilchen nach dem Verschwinden äußerer Kräfte 
in den alten Gleichgewichtszustand zurückkehrt. 
Nach B o p p - ' 1 1 und L a n d e 7 trifft das z.B. fin-
den Ansatz in Gl. (6) zu. 

Quantitative Fortschri t te zur Bestimmung der 
erzeugenden Funkt ion f (a) sind von der Forde-
rung nach Massenstabilität allein ebensowenig zu 
erwarten wie von der einer endlichen Ruhenergie. 
In der Diracschen Wellengleichung (und erst 
recht in den heute zu erwartenden Modifikationen) 
stecken jedoch implizit quantitative Strukturaus-
sagen, die bis jetzt feldtheoretisch noch nicht aus-
geschöpft sind. Wenn es gelingt, den Elektronen-
spin aus den Eigenschaften des Feldes abzulei-
ten, sollte dies zu einer Eingrenzung der Funk-
tion f ( o ) führen. 

H ö n l und P a p a p e t r o u 3 haben in Anlehnung 
an L u b a n s k y 1 4 gezeigt, worauf es zum korre-
spondenzmäßigen Verständnis des Elektronen-

9 R. P . F e y n m a n , A r e l a t i v i s t i c a l cu t -o f f f o r 
c l a s s i c a l e l e c t r o d y n a m i c s , n o c h n i c h t p u b l i z i e r t ; H r n . 
B e t h e d a n k e ich h e r z l i c h f ü r d i e Ü b e r l a s s u n g de s 
S k r i p t u m s s o w i e f ü r s e i n e D i s k u s s i o n d e r e i n s c h l ä g i -
g e n a m e r i k a n i s c h e n A r b e i t e n . 

10 W . W e s s e l , Z . P h y s i k 92, 407 [1934]: 110, 625 
11938], 

11 F . B o p p , Z . N a t u r f o r s c h g . 1, 53 [1946]. 
12 H . H ö n l , Z . N a t u r f o r s c h g . 2 a , 537 [1947]. 
is D 

i r a c s F i n a l b e d i n g u n g z u r V e r m e i d u n g d e r 
S e l b s t b e s c h l e u n i g u n g g i b t m. E . k e i n e L ö s u n g de s 
P r o b l e m s , w i e d a s B e i s p i e l d e r P o t e n t i a l s c h w e l l e 
z e i g t ( v g l . A n m . 2, S. 5 9 6 ) . 14 L u b a n s k y , A c t a p h y s i c . p o l o n . 6, 356 [1937], 



spins ankommt. Sie deuten die Schrödingersche 
Zitterbewegung als Folge eines Auseinanderfal-
lens von Ladungs- und Massenmittelpunkt und 
beschreiben dies formal durch die Annahme eines 
der Elektronenmasse sich überlagernden Massen-
dipols. W e s s e l 1 5 hat seit vielen J ah ren versuch«, 
einerseits von der Strahlungskraf t , andererseits 
von der Diracschen Wellengleichung herkom-
mend, die Feldbedeutung des Spins immer enger 
einzugrenzen. Erst die von D i r a c 1 gegebene 
scharfe Trennung zwischen Trägheits- und Strah-
lungsfeld ermöglicht m. E. die hypothesenfreie 
Formul ie rung des Wesseischen Gedankens. Denn 
nicht die Ausstrahlung, sondern das Trägheits-
feld bestimmt *die Spineigenschaften. Die fluk-
tuierende Feldenergie in Par t ike lnähe — also 
quantenmechanisch die Energie der Emissions-
Absorptionsprozesse — sorgt f ü r die Trennung 
von Ladungs- und Energiemittelpunkt, die Hönl 
und Papapetrou voraussetzen. In erster Nähe-
rung ergeben sich genau deren Pol-Dipolteilchen. 

2. A b l e i t u n g d e r f e l d m e c h a n i s c h e n 
B e w e g u n g s g l e i c b u n g 

Wenn man sich auf die Betrachtung stat ionärei 
Zustände beschränkt, kann man die von der Aus-
s t rahlung herrührenden Reakt ionskräf te weglas-
sen. Da raus folgt, daß wir bei der Berechnung 
der Lorentz-Kraft von der symmetrischen Kom-
bination 

der retardierten und avancierten Potentiale aus-
zugehen haben. Es sei ausdrücklich betont, daß 
diese Beschränkung rein methodisch ist und 
nichts mit den prinzipiellen Überlegungen von 
E l i e z e r 1 6 oder von W h e e l e r lind F e y n m a n 1 7 

zu tun hat. Wenn man von der Notwendigkeit 
eines verallgemeinerten Potentialansatzes im Sinne 
von Gl. (1) überzeugt ist — sowohl die F r age der 
Endlichkei t der Ruhmasse als auch die der 
Massenstabilität sprechen da fü r —, gibt es m. E. 
keinen Grund, der zur Aufgabe der Sommerfeld-
schen Ausstrahlungsbedingung zwingt. Selbstver-

15 W . W e s s e l , Z . N a t u r f o r s c h g . 1, 622 [1946]. 
16 C. J . E l i e z e r , , R e v . m o d . P h y s i c s 19. 147 119471. 
17 J . A. W h e e l e r u . R. P . F e v n m a n , R e v . m o d . 

P h y s i c s 17, 157 [1945]. 
18 M. B o r n , P r o c . R o v . Soc, [ L o n d o n | , S e r . A 143. 

410 [1933/34]. 

ständlich werden von dieser Feststellung die schö-
nen Sätze über die mathematische Äquivalenz 
retardierter und avancierter Potentiale in voll-
ständig absorbierenden Systemen nicht berührt . 
Wenn man von vornherein voraussetzt, daß es 
nur Zus t rah lung gibt, verschwindet natürl ich die 
von der Auss t rah lung herrührende Kraft . 

Im vorliegenden Falle betrachten wir überhaupt 
nur ein einziges Elektron in einem vorgegebenen 
äußeren Feld. Ohne Auss t rahlung ist die resul-
tierende Bewegungsgleichung aus einem Varia-
tionsprinzip ableitbar, das bereits B o r n 1 8 an-
gegeben hat. Es ergibt sich aus der Lagrange-
Funkt ion f ü r die Feldgleichtingen. wenn man die 
Potentiale aus Gl. (1) einsetzt und nachher nicht 
mehr nach dem Feld, sondern nach den P a r a -
metern der Bewegung variiert. 

In unserem Fal l erhält man2 mit za = ua: 

ö jL0 ds = 0, 

Lo = 73 f ua (*) ua (* — r)f(o)dr (8) 

— ~ w a ( s ) 

Dar in ist 

In erster Näherung liefert das natürlich die ge-
wöhnlichen Bew^egungsgleichungen. 

Eine genaue Diskussion der aus Gl. (8) folgen-
den Bew regungsgleicliungen liegt noch nicht vor. 
Zwei Grenzfälle sind bisher behandelt. Da sich 
die Masseninstabilität bereits in nichtrelativisti-
scher Näherung zeigt, kann man fragen, was sich 
in nichtrelativistischer Näherung bei vollständi-
ger Berücksichtigung der Retardierung ergibt. 
Man erhält so die Bedingung fü r massenstabile 
Ansätze2-11 der Funkt ion f(o). Diese Näherung ist 
aber sicher zur quantitativen Behandlung prak-
tischer Probleme ungeeignet. Denn wegen der 
großen Zittergeschwindigkeit — nach der Dirac-
schen Wellengleichung ist sie gleich der Licht-
geschwindigkeit — liegt'eigentlich immer der rela-
tivistische Grenzfal l vor 1 8 a . Es ist darum zweck-
mäßig, streng relativistisch zu rechnen, in der 
Entwicklung nach der Retardierung aber nur 

i8a A n m . b. d K o r r e k t u r . N a c h n e u e r e n U n t e r -
s u c h u n g e n k a n n m a n d i e F r a g e , ob v = c o d e r » 4 = 0 
is t . n i c h t a l l e i n v o n d e r P i r a c - G l e i c h u n g h e r e n t s c h e i -
d e n ( v g l . A n m . 2 4 ) . 



einen Schritt weiter zu gehen als gewöhnlich19. Mit Rücksicht auf 

r 5 

und 

ua (s) ua (* — 0 = ua (wa ~ r "a + \ ü a ' • • ) = ~ c* j1 + y^T 

erhält man nach Gl. (8) mit der dimensionslosen Abkürzung 

<2 = 
z2 

1 2 c 2 

(10) 

in der l ein willkürlicher, passend zu wählender Längenfaktor ist, die Lagrange-Funktion 

4 > = - f l ' + T T ' l ' H - W * ! * -
W„ <P, 

Darin ist der erste Ausdruck nichts anderes als eine mit dem Ansatz von f (o) variierende Funk-
tion von Q. Wir können also 

Lo = -m0 c2 F (Q) — — ua <pa 

setzen. Es bedeutet: 

Statt den Einfluß von f (o) zu studieren, kann 
man sofort F (Q) untersuchen. Gl. (11) stimmt 
mit der Lagrange-Funktion f ü r das Hönl-Papa-
petrousche Pol-Dipolteilchen überein. 

Im folgenden wird die Eigenzeit ein wenig ge-
eigneter Parameter sein. Wir benützen darum 
weiterhin die Koordinatenzeit. In diesem Falle 
lautet das Yariationsprinzip B f L dt = 0, und die 
Lagrange-Funkt ion nimmt folgende Form an 
(P = » / c ) : 

dv. 

(11) 

(12) 

L— — mQ c 2 F(Q) Vi — ß* + e(p 

l2/c4 

( t>21) ; 

Q = --^===14-jt>2 + / — — d B ) 
Vi— ß> [ \cVl — ß2 ! 1 

Wir werden alsbald sehen, daß die Geschwindig-
keit b der Zittergeschwindigkeit in der Diracschen 
Wellengleichung entspricht. Von allen Autoren 
ist bisher in Beispielen stillschweigend die Vor-
aussetzung gemacht worden, daß diese auch in 
der korrespondierenden klassischen Theorie gleich 
oder nahezu gleich der des Lichtes sein muß. 

W e y s s e n h o f f und R a a b e 2 0 haben neuer-
19 F . B o p p , M a s s e n s p e k t r u m d e r E l e m e n t a r t e i l -

c h e n , v g l . A n m . 4, Z . P h v s i k . im D r u c k ( s e i t D e z . 
1947) . 

dings darauf hingewiesen, daß es zu beträcht-
lichen Vereinfachungen führt , wenn man dies von 
vornherein berücksichtigt. Im folgenden scheint 
sich daraus sogar ein bestimmter Ansatz fü r die 
Funktion F(Q) in Gl. (13) zu ergeben. Wenn 
anders der Massenterm in Gl. (13) fü r j b = c, 
d. h. fü r ß = 1. nicht verschwinden oder divergie-
ren soll, muß 

F(Q) = VQ (14) 

sein. Ein möglicher willkürlicher Faktor steckt 
bereits als unbestimmter Längenfaktor l in der 
Definitionsgleichung (10) von Q. E r wird am 
Ende durch die Dirac-Gleichung geeicht werden. 
Natürlich können noch Glieder hinzukommen, die 
fü r ß — 1 verschwinden. Solange wir nur die 
Lösungen ß = 1 betrachten, sind sie ohne Bedeu-
tung. Nach Gl. (14) ist 

4 

L = — moc VT ]/t>2 + ) 

+ e tp 

(15) 

( » 3 0 . 

20 J . W e y s s e n h o f f u. A . R a a b e , A c t a p h y s i c a 
p o l o n . 9, 7 — 5 3 [1947], 



Obwohl in der obigen Lagrange-Funkt ion 
Retardierungseffekte wenigstens in erster Nähe-
rung enthalten sind — in der Quantentheorie der 
Wellenfelder entsprechen ihnen Emissions-Re-
absorptionsprozesse —, tritt das Feld nicht mehr 
explizit in Erscheinung. Das hat zur Folge, daß 
die Quantelung ohne Divergenzschwierigkeiten 
möglich ist. Die klassischen sind durch den An-
satz in Gl. (1) beseitigt. Quantenmechanisch treten 
keine auf21, obwohl die gewöhnliche Behandlung 
der Emissions-Reabsorptionsprozesse zu diver-
genten Ergebnissen führt. 

Da die Lagrange-Funktion (15) von der Be-
schleunigung abhängt, treten in der kanonischen 
Darstellung Ort r und Geschwindigkeit t> als un-
abhängige Variable auf. F ü r die zugehörigen 
kanonisch konjugierten Variablen p und § gilt: 

dL 
~dv 

d dL 
dt dv ' 

3 = 
dL 

Die Hamilton-Funktion erhält man aus 

H= p p + u § — L ( r , D , n ) 

nach Elimination von t). Aus § = 3L/3t» folgt: 

V = 

t> « = 
— m0

2 c21\\ 

so daß sich explizit als Hamilton-Funktion ergibt: 

H=—e <p + | ü , p + + 
m0

2 c21 

(t>§) s 

Aus der Hamiltonschen Gleichung für b 

dH 
~di 

m n f , »I 
( D l ) 5 

(17) 

folgt sofort, daß |p = c ein Integral der Bewegung 
ist. Wir wollen weiterhin allein diese Lösungen be-

21 D a s s t i m m t m i t d e n E r g e b n i s s e n v o n K . P . F e y n -
m a n ü b e r e i n in „ R e l a t i v i s t i c cu t -o f f f o r q u a n t u m 
e l e c t r o d y n a m i c s " ( S k r i p t u m , A n m . 9. 19) . 

trachten, woraus sich §2 — \ (t) §)2 = - L (t»Xö)2 

ergibt. 
Auf die Verwandtschaft von Gl. (16) mit der 

Diracschen Wellengleichung ist wiederholt hin-
gewiesen worden. Insbesondere ist. wie in der 
Diracschen Wellengleichung, zwischen der Ge-
schwindigkeit t> und dem Impuls p zu unterschei-
den. Im kräftefreien Fall ist p = const; p ist also 
der Makroimpuls. Dagegen kann b nach Gl. (17) 
niemals konstant sein, auch nicht für makro-
physikalisch ruhende Teilchen. Die Geschwindig-
keit t> ist also die die Zitterbewegung beschrei-
bende Mikrogeschwindigkeit. Die zu b kanonisch 
konjugierte Größe § erscheint bei Hönl als Mas-
sendipolmoment. Sie beschreibt offenbar das Aus-
einanderfallen von Ladungs- und Energiemittel-
punkt. 

Nach vollzogenem Übergang zur kanonischen 
Darstellung kehren wir zur Viererschreibweise 
zurück. Es wäre möglich und formal sehr ele-
gant, von vornherein eine kanonische Darstellung 
in R. zu wählen. Das würde aber eine Reihe von 

4 

Anmerkungen nötig machen, die nur durch den 
Formalismus bedingt sind und keine physika-
lische Bedeutung haben. Setzen wir (g?^) = 
K - - « ^ ) = (2t, i<P) und (pß) = (p1..p4) = 
{p,iE/c), so folgt aus Gl. (16) nach Multiplika-
tion mit 4 ox§! / m n c l 

K = ( 9 a i P a + " V<ij + ' n o C2 — 0 . ( 1 8 ) 

Darin ist 

W - ü ^ l ' X « ! • ( » . " ) • <19> 

Die ga entsprechen in Gl. (18) ganz den Dirac-
schen Matrizen. Aber es sind Funktionen der 
kanonischen Variablen 0 und 

(16) 3. D e r Ü b e r g a n g z u r W e l l e n g l e i c h u n g 

Der formale Übergang zur Wellengleichung ist 
nicht schwierig. Bezüglich der Variabein xa und p(l 

kann man ganz und gar in herkömmlicher Weise 
verfahren. Wir betrachten die xa als c-Zahlen, 
und für pn setzen wir die Schrödingerschen Ope-
ratoren . U d 

P a = T ~dxa ' (20) 

Auch bezüglich (t>.£) könnten wir analog vor-
gehen und haben das früher gelegentlich getan-



Auf diese Weise erhält man eine Wellengleichung 
f ü r eine Funk t ion ^ ( x a , b). Diese Wellengleichung 
enthält sozusagen innere Freihei tsgrade des Elek-
trons. Sie bleiben auch f ü r kräf tef re ie (cpa=0), 
makrophys ika l i sche ruhende Teilchen (p = 0) 
übr ig und geben im allgemeinen ein ganzes Mas-
senspekt rum von Ruhenergien. Die zu den ver-
schiedenen Energiewerten gehörenden Zustände 
der ruhenden Teilchen können sich außerdem 
nocli in einem von der Zit terbewegung her rühren-
den spinar t igen Impulsmoment unterscheiden4 1 9 . 
Al lerdings sind die Wer te des Spins ganzzahlig. 
Man k a n n jedoch zeigen, daß die Schrödingersche 
Opera torendars te l lung f ü r die kanonischen Va-
r iablen t> , § nicht die allgemeinste ist. Es gibt 
sp inorar t ige Ansätze dafür , die dann selbstver-
s tändl ich auch halbzahlige Spinwerte ermöglichen. 

Ehe wi r das tun, sei noch eine Bemerkung über 
die vorliegende Methode der Quantelung voraus-
geschickt. I n der Quantentheorie der Wellenfelder 
geht man gewöhnlich von einer kanonischen Dar -
stel lung der Wellengleichung aus, in der die 
Four ie r -Ampl i tuden der Wellen als kanonische 
Var iab le erscheinen. Hier wird mindestens der 
Träghei ts te i l der Wellenfelder durch die Bahn-
paramete r des erzeugenden Teilchens definiert. E r 
ist dadurch eindeutig bestimmt. Dar in liegt eine 
doppelte Abände rung der gewöhnlichen Methode. 
E r s t ens haben wir implizit eine Var iablent rans-
format ion durchgeführ t . Da auch die neue Dar-
stel lung kanonisch ist, muß es sich um eine kano-
nische Trans fo rma t ion handeln. Es ist zu be-
achten, daß da raus eine merkliche Änderung der 
phys ika l i schen Ergebnisse folgen kann, weil zwar 
die Ver tauschungsre la t ionen der Quantenmecha-
nik kanonisch invariant sind, nicht aber die Wel-
lengleichungen. Wenn man etwa ein gewöhnliches 
mechanisches Problem, z. B. den Oszillator oder 
den Rotator , vor der Quantelung statt in Orts-
und Impulskoordinaten in Wirkungs - und Winkel-
var iablen darstellt , so erhält man nicht die Schrö-
dingerschen Eigenwerte, sondern in Strenge die 
der alten Bohrschen Theorie. E s gibt kein all-
gemeines Pr inz ip , um zu unterscheiden, welches 
die r ichtige Var iabe lnwahl ist. Da rübe r kann man 
n u r die E r f a h r u n g befragen. Die folgenden Er-
gebnisse dür f ten zeigen, daß jedenfalls die Teil-
chenparameter als Variable mit der E r f a h r u n g 
bestens in E ink lang zu bringen sind. 

Diesem Vorzug der neuen Variabein steht der 
Nachteil gegenüber, daß wi r bisher n u r die innere 

Zus t ra l i lung und nicht die Auss t r ah lung behan-
deln können. W i r kommen damit zu dem zweiten 
Punkt , in dem sich die vorliegende Methode von 
der konventionellen unterscheidet. Die innere Zu-
Strahlung wi rd durch den Übergang zu den P a r -
t ikelparametern ein quantenmechanisches Pro-
blem. Auch bisher bestand die Quantelung aus 
einem der Mechanik und einem der Strahlungs-
theorie angehörenden Teil. E s ist schon von ande-
re r Seite darauf hingewiesen worden, daß der 
Schnitt zwischen Par t ike lenergie und Strahlungs-
energie bisher an einer nicht Lorentz- invar ianten 
Stelle liegt. D u r c h die Diracschen Betrachtungen 
über die re tardier ten und avancierten Potentiale 
wird die obige Grenzverschiebung zwischen Me-
chanik und St rahlungs theor ie nahegelegt. Hier for-
mulieren w i r die Quantentheorie der Feldmecha-
nik. E s müßte sich eine neue F o r m der Strah-
lungstheorie anschließen, eine Quantentheorie der 
Ausstrahlung. Die folgenden Ergebnisse der 
Quantentheorie der Feldmechanik dürf ten deren 
separate Un te r suchung rechtfert igen. P rog ram-
matische Ansä tze f ü r eine Theor ie der Auss t rah -
lung findet man bei E l i e z e r 1 6 . 

Kehren wi r zur Opera tordars te l lung von b und § 
zu rück! Daß die Schrödingersche Dars te l lung 

•fr 

£ = -—— nicht alle Möglichkeiten erfaßt , folgt 
i <?D 

daraus , daß die ga in Gl. (19) n u r von b und b X § 
abhängen. Der zweite Vektor ist von der Fo rm 
eines Drehimpulsopera tors , von dem man weiß, 
daß die Schrödingersche Dars te l lung n u r ganz-
zahlige Eigenwerte liefert, während die Matrix-
dars te l lung auch halbzahl ige Wer te zuläßt. Man 
sollte deshalb erwar ten , daß es eine verallgemei-
nerte Dars te l lung der Operatoren gibt, die zwar 
zu denselben Ver tauschungsre la t ionen f ü h r t wie 
die Schrödingersche, die aber auch halbzahl ige 
Lösungen enthält. Den geeigneten Ausgangspunkt 
zum Studium der Ver tauschungsre la t ionen bilden 
die Poisson-Klammern 1 5 , die sich hier wi l lkür-
frei aus dem physikal i schen Ansatz ergeben. 

W i r berechnen die Poisson-Klammern f ü r die 
Ausdrücke a u s Gl. (19) . Dar in setzen wi r 
£/m0cl = 2Q/U. Q ist eine reine Zahl. Die Ab-
spal tung des F a k t o r s 2 ist bequem. Mit 

% = * x § (2i> 
U 

ist 

9i — 9o vi > 9i=ic9o- (22) 



Die Poisson-Klammern zweier Funk t ionen A ^ ( 2 g 1 2 

und.B der kanonischen Var iabe in b und § sind \9o>Vi) ^ p X 3 S* ' 
durch die Gleichungen 

dA dB dA dB = \ _ «A dB dA dB I*7"7 *J | [t)X§ 

D a r a u s folgt einerseits 
^ • B > - - . - j r - s r — s r - j T ( 2 3 ) 

definiert. E s wird sich zeigen, daß die Poisson- < „ 2 i „ » i r »21 n 
Klammern der Funkt ionen J a und • ® } = {«•• ® ®} = . ® > = 0 ; ( 2 6 > 

{9ai9ß}=9aß (24) 
anderersei ts ist 

fr* 
ein in sich abgeschlossenes System bilden, der- (27) 

Letzteres ergibt sich aus 
1 

4 2 2 

Größen als Funkt ionen von ga und gaß darstel- i k ~~ V2 *' * 
len lassen. 

Die Grundformeln f ü r die folgenden Rechnun-
gen lauten, wie man leicht verifiziert: j g t , g h ] = \g0 v.,g0 vk\ = r f ^ i ^ g ^ ~ v k g j 

Die übrigen Poisson-Klammern lauten: 

4 o2 c2 

{9aß'9y } = fra ^ y ~ 9ß day) ? 

4 o2 c2 

{^ajS'^v} = (9avößii ~ 9ßv öag ~ 9a g ößv + 9ßg • <28) 

Die letzten Gleichungen folgen rein algebraisch aus 
{ ^ W f ={9aß>{9lii9v}} ={\9aßi9ii\,9v\—{{9aßi9v\9n)-

In den ersten ist v = c gesetzt22 . 
In der Quantenmechanik treten die Ver tauschungsre la t ionen an die Stelle der Poisson-Klammern. Es 

besteht folgende Korrespondenz: 

K ' M = = 

An die Stelle einer Gleichung mit der Poisson-Klammer 

\A,B\ = C 
tritt also die Ver tauschungsre la t ion 

Aus den Relationen (24) und (28) folgt danach 

[9ai9ß] = \ 9 a ß , 

[9aßi9y] = * (9a dßy ~ 9ß ^a y) > <29> 

4 o2 c2 

[9a ß i9a v] = - J I (9a v öß ß ~ 9ß v 6a ~ 9a g ößy + 9ß g <W • 

22 D i e G i n . (24) u n d (28) g e l t e n ü b r i g e n s a u c h f ü r v =1= c, f a l l s g0 = —f~ "j/*1 — (» W i s t -



Diese Vertauschui igsrela t ionen k a n n man in folgender Weise realisieren. Es seien = . . q 4 ) 
und = * . . sp inorar t ige Var i abe in , die an die Stelle der Geschwindigkeit t> treten. Die 
Ableitungen bezeichnen wi r mit 

= n* = j L J L . (30) v I n i dl y } 

W i r bilden mit den Diracschen Matr izen Y 1 5 Y 2 ' ^3 ' Y 4 Operatoren 

1 

~2 = + V * 7 a % ) ( 3 1 ) 

und f ü r a =t= ß 

Taß = 2 " y* yß Vi y — V* 7a Vß i) • (32) 

Sie genügen folgenden Ver tauschungsre la t ionen: 

[ 1 a i = y ^a ß ' 

[ r a ß i r
7 ] = y ( r a d ß 7 - r f i d a 7 ) ; (33) 

[^ a ß' 1 ß vj ~ ßn v ^a f.i ^ a it ^ß v + ^ß/u^a v) • 

Diese stimmen bis auf Fak to ren mit denen in Gl. (29) überein. W i r haben vollends Identität, wenn wir 

9a = a> 9a ß = ^ (34> 

setzen. Die durch die Gin. (31) und (34) definierten Größen ga stimmen also korrespondenzmäßig mit 
den Funkt ionen in Gl. (19) überein. 

Setzen wir diese Operatoren und die aus Gl. (20) in Gl. (18) ein, so ergibt sich nach Division durch 
c als Wellengleichung der Feldmechanik 

( 4 VaP'aV- 7a ?« £) - m0 c ] V ( s , |*) = 0 / ( 5 ) l * J 
Dar in bedeutet 

U ? C A L DX C U 

O a 

und die Wel lenfunkt ion hängt außer von noch von den Spinorvar iabeln H, und E* ab. Nehmen 
wir speziell an, daß sie von l inear und von übe rhaup t nicht abhängt , setzen wi r also . 

W = (x), (37) 

so folgt, wenn wir f ü r den noch unbestimmten Zah lenfak to r Q — 1 schreiben, 

b* (* Vi 7a
 Pa + mo c Vi} V ( x ) = 0 > 

oder (etwa durch Ablei tung nach c*) die Diracsche Wellengleichung 

\yaPa-im0c}xp(x) = 0 . (38) 

Die Diracsche Wellengleichung liefert also spezielle Lösungen der allgemeinen Wellengleichung 



der Feldmechanik in Gl. (35). die mit 9 = 1 folgende Gestalt annimmt: 

1 £ * 7 « P& V - rf ya Pa c - * m0 c} W (x, f , | * ) = 0 . ( 3 9 ) 

Da c*r, und r* c mit dem Operator der Wellengleichung ver tauschbar sind, erhält man als part iku-
läre Lösungen der Gleichungen die homogenen Funkt ionen in £ und £,*. Der zur Dirac-Gleichung 
führende spezielle Ansatz in Gl. (37) ist von dieser Ar t . Es ist zu erwarten, daß die homogenen Funk-
tionen höheren Grades zu Wellengleichungen f ü r Teilchen mit höherem Spin führen . Untersuchungen 
darüber sind im Gange2 3 . . 4 

Es ist bemerkenswert , daß sich die Dirac-Gleichung n u r f ü r den speziellen Ansatz F(Q) = V Q in 
Gl. (14) ergibt24. Das bedeutet al lerdings nicht, daß der Elektronenspin n u r aus einer eindeutig bestimm-
ten S t ruk tur des Elektrons folgen würde. Wenn wi r annähmen. Gl. (14) gelte f ü r alle Werte von Q. 
dann würde da raus zwar eine bestimmte Funk t ion f (a) folgen. Diese widerspräche aber anderen Er-
fahrungen . Tatsächlich reicht die Dirac-Gleichung n u r aus, um Gl. (14) f ü r extreme Zittergeschwin-
digkeiten zu garantieren, d .h . nu r asymptotisch f ü r Q00. In diesem Grenzfal l folgt aus Gl. (12) 

^ / ' H s H * * * ' 

c2 Q 1/1212 4-oder. wenn wir — ^ j,2 r 4 = 0 , % = \ JÄ-qV — o setzen: 

vtn 3 ** 1 f f(a) d° Vn 

W i r kommen also asymptotisch zu Gl. (14): 

F{Q) = VQ, 

wenn wir f (a) so wählen, daß 

f ^ - i V - w W 
V —o 

ist. Die Vergleichung mit f rüheren Ergebnissen 2 

wird erleichtert, w^enn wir o = f (-%2) = g (£) 
2 ti setzen. Beachten wir noch, daß l = ist, und 
m0 c 

wählen wir die Einheiten e = 1, c = 1, ra0 = 1 
und U = 1 3 7 , so lautet Gl. (40) 

f ^ V t e - l V m - , 0 , 5 6 . , „ > 

Daneben gilt [Anm. 2, Gl. ( 2 ) ] \ J f (a) da = 1, d. h. 

I g ( i ) i d l = 1
2 . (42) 

23 A n m . b. d. K o r r e k t u r . D i e s e V e r m u t u n g h a t s ich 
i n z w i s c h e n b e s t ä t i g t . 

24 A n m . b. d. K o r r e k t u r . D i e F r a g e n a c h dem E i n -
f l u ß v o n F ( Q ) w i r d d e m n ä c h s t a u s f ü h r l i c h b e h a n d e l t . 
E s i s t s e h r ü b e r r a s c h e n d , d a ß m a n a u c h f ü r v 4= c 
n e b e n a n d e r e n L ö s u n g e n d ie D i r a c - G l e i c h u n g e r h ä l t . 

In Lorentzscher Näherung gilt Gl. (42) eben-
falls. An Stelle von Gl. (41) erhält man jedoch 
[Anm. 2, Gl. (60)] : 

fg(§d%= 1. 

Man könnte daran denken, daß diese Bedingung 
neben den Gin. (41) und (42) weiter besteht. Das 
ist aber physikal isch nicht sinnvoll. Gl. (41) gilt 
f ü r extreme Zittergeschwindigkeiten, die Lorentz-
sche Nähe rung f ü r vernachlässigbare. F ü r das 
Elektron hat man zweifellos nicht von der Lo-
rentzschen, sondern von der Hönl-Papapetrou-
schen Gleichung auszugehen. Wenn man g , um 
den Anschluß an die Diracsche Wellengleichung 
zu gewinnen, gemäß den Gin. (41) und (42) be-
stimmt, so liefert also das Integral 

M0=f g®d$=¥ 1, (43) 

das im allgemeinen von m0 = 1 verschieden sein 
wird, die Masse des Teilchens im Grenzfal l klei-
ner Zittergeschwindigkeit . Setzen wi r zur ersten 

[i/o f ü r c < t„ I 
Abschätzung <?U) = j 0 f ü r ^ y ' 

so folgt aus den Gin. (41) und (42) bzw. 

I 9 o = 2 0 , 5 6 ; - 1 ^ = 1 ; 



also 

g0 = A\ l0 = {A = 30,84) 

und 

M0 = g0 So = A2 = 951 . 

Die Lösungen mit kleiner Zittergeschwindigkeit 
ergeben also schwerere Teilchen: Mesonen oder 
Protonen. Wi r gewinnen mit dieser qualitativen 
Betrachtung den Anschluß an unsere frühere Dis-
kussion3-4 '19 des Massenspektrums der Elementar-
teilchen. Die in der Dirac-Gleichung enthaltenen 

25 E s v e r d i e n t j edoch a n g e m e r k t z u w e r d e n , d a ß 
D i r a c s k l a s s i s c h e T h e o r i e d e s E l e k t r o n s g e m ä ß dem 
A n s a t z in Gl . (4) n i c h t m i t d e r D i r a c s c h e n W e l l e n -
g l e i c h u n g in E i n k l a n g i s t , w e i l Sg(%) V% d i v e r -
g i e r t . 

Strukturaussagen werden durch Gl. (41) vollstän-
dig erfaßt. Danach kann der Elektronenradius 
offenbar um Größenordnungen kleiner sein als der 
klassische Lorentzsche. Vielleicht kann M0 sogar 
unendlich werden25. Wie es sich damit verhält, 
hängt von dem Verlauf von F(Q) für kleine Q ab. 
Die Bestimmung dieser Funktion f ü r mäßige 
Argumentwerte setzt Erfahrungen voraus, die 
über den Inhalt der Dirac-Gleichung hinausgehen 
und die an anderer Stelle behandelt werden sollen. 

E s is t m i r e ine g a n z b e s o n d e r e F r e u d e , d i e s e A r b e i t 
H r n . G e h e i m r a t A. S o m m e r f e l d z u s e i n e m 80. Ge-
b u r t s t a g , a m 5. D e z e m b e r 1948, z u e i g n e n z u k ö n n e n . 
Möge es u n s v e r g ö n n t se in , u n s s e i n e r r e g e n A n t e i l -
n a h m e a m w i s s e n s c h a f t l i c h e n L e b e n d e s M ü n c h e n e r 
I n s t i t u t e s noch l a n g e zu e r f r e u e n ! M ö g e n d e m J u b i -
l a r noch v i e l e J a h r e e i n e s g e s e g n e t e n L e b e n s a b e n d s 
b e s c h i e d e n s e i n ! 

Mechanik und Massenspektrum der Elementarteilchen 
V o n H E I . M U T H Ö N L 

A u s d e m I n s t i t u t f ü r t h e o r e t i s c h e P h y s i k d e r U n i v e r s i t ä t F r e i b u r g i. B r . 
(Z. Naturforschg. 3 a, 573—583 [1948]; eingegangen am 27. August 1948) 

Herrn Geheimrai A. Sommerfeld in dankbarer Erinnerung an die Münchener 
Studienjahre zum 80. Geburtstag gewidmet. 

1. E i n f ü h r u n g u n d Z u s a m m e n f a s s u n g 

H. A. L o r e n t z hat die These aufgestellt, daß 
es möglich sein müsse, die Mechanik des Elek-
trons — und damit im Prinzip aller Elementar-
teilchen — vollständig auf Elektrodynamik zu-
rückzuführen. Der Durchführung des Lorentz-
schen Programms stellten sich aber eine Reihe 
von Schwierigkeiten entgegen, wie die unendliche 
Selbstenergie punktförmig angenommener Ele-
mentarteilchen, ferner der Elektronenspin und 
•die von D i r a c 1 und W e s s e l 2 hervorgehobene 
Selbstbeschleunigung des klassischen Punktelek-
trons. Während sich aber die unendliche Selbst-
energie in der klassischen Theorie durch Erwei-
terung der Grundlagen der Maxwell-Lorentzschen 
Elektrodynamik nach den Arbeiten verschiedener 

1 P . A. M. D i r a c , P r o c . R o y . Soc. [ L o n d o n ] , Se r . A 
167, 148 [19.38]. 

2 W . W e s s e 1, A n n . P h y s i k (5) 48, 565 [1943]. 
3 M. B o r n u . L . I n f e l d , P r o c . R o y . Soc. [London] , 

S e r . A 144, 425 [1934]; 147, 522 [1934]; 150, 465 [1935] ; 
P. A. M. D i r a c 1 ; H . H ö n l u . A. P a p a p e t r o u , Z. 
P h y s i k 112, 65 [1939]. 

Autoren3 beseitigen läßt und die Selbstbeschleuni-
gung als ein Hinweis auf die tatsächliche Instabi-
lität von Elementarteilchen gedeutet werden kann 
(Mesonenzerfall)4, hat sich der Elektronenspin 
lange Zeit als ein besonders hartnäckiges Hinder-
nis fü r die konkrete Durchführung der Lorentz-
schen Theorie erwiesen. Erst neuerdings ist es 
B o p p 5 gelungen, den Elektronenspin in die Elek-
tronentheorie konsequent einzubeziehen und als 
eine Art „Nebenbewegung" (oder „Zitterbewe-
gung") des Elektronenortes zu verstehen. 

Demgegenüber haben P a p a p e t r o u und der 
Verf.6 schon vor längerer Zeit darauf hingewie-
sen, daß sich auch ganz unabhängig von der 
Elektrodynamik eine Mechanik der Elementar-
teilchenspeziell des Elektrons, begründen läßt. 
Es handelt sich dabei darum, die Mechanik des 

4 H . H ö n l , Z . N a t u r f o r s c h g . 2 a, 537 [1947]. 
5 F . B o p p , A n n . P h y s i k (5) 42, 572 [1943] ; Z. N a -

t u r f o r s c h g . 1, 53 [1946]. 
6 H. H ö n l u . A. P a p a p e t r o u , Z. P h y s i k 112, 512 

11939]; v g l . a u c h e b e n d a 114, 478 [19391 u . 116, 154 
[19401. 


