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Viar2 + 1/4 ausgezeichnet sein konute: aber die
Zahl 411 =3-137 palt vorziiglich hierher, denn
sie ist gerade bis auf einen Faktor 2 das Verhiilt-
nis von # und der Konstanten der Strahlungskraft
2

;fcf’ die in allen vorangehenden Arbeiten des
Vert. offen oder latent war, weil sich nur mit ihrer
Hilfe die Strahlungskraft in eine reine Quanten-
mechanik einfiigen 148t. Der Wert I = 0 lieRe auf
Bose-Statistik schlieRen.

Eine eingehendere Diskussion ist wohl im
Augenblick wegen der Unsicherheit der Massen-
bestimmungen sowohl wie der vorliegenden Theo-
rie nicht angebracht. Es sei nur erwihnt, dab wir
auch einige Eigenwerte fiir I — 1/2 direkt aus der
Differentialgleichung (20) bestimmt haben. In
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diesem Falle gibt es gerade und ungerade Eigen-
funktionen. Das Ergebnis zeigt Tab. 2 in Viel-
fachen von m,. Die theoretische Ungenauigkeit
ist etwa 4%. hauptséchlich wegen der Unsicher-
heit der Operatordarstellung. Die beiden letzten
Werte sind geschitzt.

gerade ungerade

my =184  m. = 225

ms = 318  my = 332

ms = 380  mg = 380.
Tab. 2.

Der erste Wert liegt sehr tief. Es wire von
Interesse, oh man diese Moglichkeit schon sicher
ausschliefen kann. Eine obere Grenze des dis-
kreten Mesonenspektrums bei 411 m, kann wohl
als recht wahrscheinlich gelten.

Feldmechanische Begriindung der Diracschen Wellengleichung

Von Fritz Borp
Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitit Miinchen
(Z. Naturforschg. 3a, 564—573 [1948]; eingegangen am 31. Juli 1948)

Wenn man die Tridgheitskraft des Elektrons aus einer verallgemeinerten linearen -
Elektrodynamik ableitet und dabei in der Entwicklung nach der Retardierung einen
Schritt weiter geht als Lorentz, so erhilt man eine Bewegungsgleichung, auf die m. W.
Hénl und Papapetrou erstmalig hingewiesen haben. Darin wird zwischen dem Makro-
impuls des Teilchens und seiner Mikrogeschwindigkeit unterschieden. Infolge von
Emissions-Reabsorptionsprozessen verschiebt sich stindig der Energiemittelpunkt
gegeniiber dem Ladungsmittelpunkt, was zu einer Zitterbewegung fiihrt, die ein spin-
artiges Zusatzmoment ergibt. Im folgenden wird gezeigt, dafl dieses Zusatzmoment bei
wohldefinierter Modifikation der Maxwellschen Gleichungen mit dem Elektronenspin
identisch ist. Die Quantisierung der Bewegungsgleichung liefert in diesem Falle eine
Wellengleichung, deren Lisungen auch die der Diracschen Wellengleichung enthalten.
Die Diracsche Wellengleichung hiingt also eng mit der Elektronenstruktur zusammen.

1. Entwicklung des Problems

irac' hat die Maxwellschen Potentiale fiir
Deine bewegte Punktladung in folgender Form
dargestellt. Seien (x,) = (v.ict) die Koordinaten
des Aufpunktes und [24(s)] = [v,(s).ic ¢ (s)] mit
~;/21 = —¢? die der Bahnkurve einer Punktladung
+ e. dann lauten die retardierten Potentiale:

=2 [a@f@a.

® (r)= 2
ret

tP. AL M. Dirac, Proe. Roy. Soc. [London], Ser. A
167, 148 [1938]: M. H. L. Pryce, Proc. Roy. Soc. [Lon-
don|, Ser. \ 168, 389 [1938].

Darin bedeutet o das Quadrat des Abstandvektors:
[#q—24(5)]:

0=

1 )
7(.! (xa — %q (S))z' (2)
und die Integration (ret) ist iiber alle Punkte der
Bahnkurve im Kegel vor x zu erstrecken. Fiir die
Maxwellsche Theorie gilt speziell

fy(0) =0 (o). 3)

Darin ist 3 die Diracsche Punktfunktion.
Bekanntlich fithrt dieser Ansatz zu einer un-
endlichen Ruhmasse der Punktladung. Die ge-
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BEGRUNDUNG DER DIRACSCHEN WELLENGLEICHUNG

wohnliche, in der erwiahnten Arbeit von Dirac be-
sonders betonte Abwandlung der Bewegungsglei-
chung besteht in der Annahme, daf} sich die Wech-
selwirkung zwischen geladenen Teilchen nach der
Maxwellschen Theorie berechne, dal man aber fiir
die Ruhmasse einen endlichen Wert einzusetzen
habe. Man kann dies durch Ab#inderung des An-
satzes in Gl. (3) beschreiben® Das Diracsche
Modell folgt aus

3
fo@)="20 0 (V—0)— Lo (V—0). @
Das zweite Glied allein liefert, wenn man will.
die Basis fiir Heitlers Theorie der Strahlungs-
ddmpfung, in der die Feldselbstenergie 0 gesetzt
wird. Hénl und Papapetrou?® haben 1939, von
ganz anderen Uberlegungen herkommend, das
aus dem Ansatz

s . 1
fap () = 250 (V —0) — 5 0'(V —a)
, ®)
+4k6"(V—0)
folgende Modell studiert®. Der Ansatz
v J, (V—o)
fmult (0) = 9 ;Vj;* — (6)

der eine Yukawa-artige Modifikation des Cou-
lomb-Potentials [cp:% (1—e—*7)] liefert, ist

inzwischen von zahlreichen Autoren untersucht
worden5—%. R. P. Feynman?® betrachtet neuer-
dings den Ansatz

fF (o) =

a2

2

- a V_T‘ (7)

Alle oben angegebenen Abwandlungen des
Maxwellschen Ansatzes f =3 (o) garantieren die
Endlichkeit der Ruhmasse. Die Forderung end-
licher Masse reicht also zur Bestimmung der das

> F. Bopp, Ann. Physik (5) 43, 565 [1943].

* H. Honl u. A. Papapetrou, Z. Physik 112, 65
[1939]; 114, 478 [1939]; 116, 154 [1940].

*¥. Bopp, Z. Naturforschg. 1, 196 [1946]: vgl.
Fiat-Review, Bd. 13, Kernphysik I, 1. Kapitel.

> F. Bopp, Ann. Physik (5) 38, 345 [1940].

¢ E. C. G.Stueckelberg, Helv. physica Acta 14,
51 [1941], hat noch vorher einen verwandten Ansatz
vorgeschlagen.

“A. Landé u. L. H. Thomas, Physic. Rev. 69,
121 [1941]; 60, 514 [1941]; 65, 175 [1944].

8 B. Podolsky u. Ch. Kikuchi, Physic. Rev. 65,
228 [1944].
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Potential erzeugenden Funktion f (o) nicht aus.
Eine weitere Einengung der Moglichkeiten ergibt
sich aus dem Wessel®-Diracschen! Para-
doxon (vgl. Bopp>™). Wenn ein Elektron ein
Kraftfeld passiert, so wird es beschleunigt. Die
damit verbundene Deformation des Feldes fiihrt
zu einer Ab#énderung der Teilchenmasse. (Die
Beschleunigungsabhéingigkeit der Masse ist ja
jetzt durch die Radiospektroskopie auch experi-
mentell sichergestellt.) Nach dem Austritt aus dem
Kraftfeld geht die Feldinderung jedenfalls nicht
sofort zuriick. Sie braucht iiberhaupt nicht dem
alten Gleichgewicht zuzustreben, und tut es auch
nicht im Falle der Ansiitze in den Gln. (4) und (5).
Beidemal erhilt man die von Wessel und Dirac
und neuerdings auch von Hénl® diskutierte
Selbstbeschleunigung** auf Lichtgeschwindigkeit.
Hénl versucht diese Selbstheschleunigung korre-
spondenzmifig mit der begrenzten Lebensdauer
instabiler Teilchen zu verbinden. Fiir stabile Teil-
chen muB man fordern, daB das Eigenfeld der
Teilchen nach dem Verschwinden #iuBerer Krifte
in den alten Gleichgewichtszustand zuriickkehrt.
Nach Bopp*" und Landé’ trifft das z. B. fiir
den Ansatz in Gl (6) zu.

Quantitative Fortschritte zur Bestimmung der
erzeugenden Funktion f (o) sind von der Forde-
rung nach Massenstabilitiit allein ebensowenig zu
erwarten wie von der einer endlichen Ruhenergie.
In der Diracschen Wellengleichung (und erst
recht in den heute zu erwartenden Modifikationen)
stecken jedoch implizit quantitative Strukturaus-
sagen, die bis jetzt feldtheoretisch noch nicht aus-
geschopft sind. Wenn es gelingt, den Elektronen-
spin aus den Eigenschaften des Feldes abzulei-
ten, sollte dies zu einer Eingrenzung der Funk-
tion f (o) fiihren.

Honlund Papapetrou® haben in Anlehnung
an Lubansky! gezeigt, worauf es zum korre-
spondenzmifigen Verstindnis des Elektronen-

*R. P. Feynman, A relativistical cut-off for
classical electrodynamics, noch nicht publiziert: Hrn.
Bethe danke ich herzlich fiir die Uberlassung des
Skriptums sowie fiir seine Diskussion der einschligi-
gen amerikanischen Arbeiten. )

11)(‘;8‘]\7. Wessel, Z. Physik 92, 407 [1934]; 110, 625
ll"‘ F. B 0pp, Z. Naturforschg. 1, 53 [1946].

# H. Honl, Z. Naturforschg. 2a, 537 [1947].

¥ Diracs Finalbedingung zur Vermeidung der
Selbstheschleunigung gibt m. E. keine Lésung des
Problems, wie das Beispiel der Potentialschwelle

zeigt (vgl. Anm. 2, S.596).
“ Lubansky, Acta physic. polon. 6, 356 [1937].
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spins ankommt. Sie deuten die Schrodingersche
Zitterbewegung als Folge eines Auseinanderfal-
lens von Ladungs- und Massenmittelpunkt und
heschreiben dies formal durch die Annahme eines
der Elektronenmasse sich iiberlagernden Massen-
dipols. Wessel® hat seit vielen Jahren versucht.
einerseits von der Strahlungskraft, andererseits
von der Diracschen Wellengleichung herkom-
mend, die Feldbedeutung des Spins immer enger
einzugrenzen. Erst die von Dirac' gegebene
scharfe Trennung zwischen Trigheits- und Strah-
lungsfeld ermoglicht m. K. die hypothesenfreie
Formulierung des Wesselschen Gedankens. Denn
nicht die Ausstrahlung. sondern das Trigheits-
feld bestimmt *die Spineigenschaften. Die fluk-
tuierende Feldenergie in Partikelnihe — also
quantenmechanisch die Energie der Emissions-
Absorptionsprozesse —— sorgt fiir die Trennung
von Ladungs- und Energiemittelpunkt. die Honl
und Papapetrou voraussetzen. In erster Néhe-
rung ergeben sich genau deren Pol-Dipolteilchen.

2. Ableitung der feldmechanischen
‘Bewegungsgleichung

Wenn man sich auf die Betrachtung stationérer
Zustiande beschrinkt, kann man die von der Aus-
strahlung herrithrenden Reaktionskrifte weglas-
sen. Daraus folgt, dal wir bei der Berechnung
der Lorentz-Kraft von der symmetrischen Kom-
bination

1 ret av

Cu = 9 (CP.“ + (pu) (72)
der retardierten und avancierten Potentiale aus-
zugehen haben. Es sei ausdriicklich betont, dab
diese Beschrinkung rein methodisch ist und
nichts mit den prinzipiellen Uberlegungen von
Eliezer® oder von Wheeler iind Feynman*
zv tun hat. Wenn man von der Notwendigkeit
eiqes verallgemeinerten Potentialansatzes im Sinne
von Gl (1) iiberzeugt ist — sowohl die Frage der
ndlichkeit der Ruhmasse als auch die der
Massenstabilitit sprechen dafiir —, gibt es m. E.
keinen Grund, der zur Aufgabe der Sommerfeld-
schen Ausstrahlungshedingung zwingt. Selbstver-

5 W, Wessel, Z. Naturforschg. 1, 622 [1946].

1% (., J. Eliezer, Rev. mod. Physics 19, 147 [1947].

17 J. A. Wheeler u. R. P. Feynman. Rev. mod.
Physies 17, 157 [1945].

18 M. Born. Proc. Roy. Soc. [London|, Ser. A 143.
410 [1933/34].
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stiandlich werden von dieser Feststellung die sché-
nen Sitze iiber die mathematische Aquivalenz
retardierter und avancierter Potentiale in voll-
stindig absorbierenden Systemen nicht beriihrt.
Wenn man von vornherein voraussetzt. daB es
nur Zustrahlung gibt, verschwindet natiirlich die
von der Ausstrahlung herrithrende Kraft.

Im vorliegenden Falle betrachten wir iitherhaupt
nur ein einziges Elektron in einem vorgegebenen
auleren Feld. Ohne Ausstrahlung ist die resul-
tierende Bewegungsgleichung aus einem Varia-
tionsprinzip ableithar. das bereits Born®™ an-
gegeben hat. Es ergibt sich aus der Lagrange-
Funktion fiir die Feldgleichungen, wenn man die
Potentiale aus Gl (1) einsetzt und nachher nicht
mehr nach dem Feld, sondern nach den Para-
metern der Bewegung variiert.

In unserem Fall erhlt man? mit 2, = u,:

6/L0ds — 0,
2 L

L= 55 [t @) ug (s — ) f (o) dr ®

e 5
= c Uq (S) P (2) 2
Darin ist

o= 27 (24 () — 24 (s — D))" . 9)

In erster Niherung liefert das natiirlich die ge-
wohnlichen Bewegungsgleichungen.

Eine genaue Diskussion der aus Gl. (8) folgen-
den Bewegungsgleichungen liegt noch nicht vor.
Zwei Grenzfille sind bisher behandelt. Da sich
die Masseninstabilitit bereits in nichtrelativisti-
scher Niherung zeigt, kann man fragen. was sich
in nichtrelativistischer Néaherung bei vollstindi-
ger Beriicksichtigung der Retardierung ergibt.
Man erhiilt so die Bedingung fiir massenstabile
Ansiitze> 1t der Funktion f (o). Diese Ndherung ist
aber sicher zur quantitativen Behandlung prak-
tischer Probleme ungeeignet. Denn wegen der
grofien Zittergeschwindigkeit — nach der Dirac-
schen Wellengleichung ist sie gleich der Licht-
geschwindigkeit — liegt eigentlich immer der rela-
tivistische Grenzfall vor182, Es ist darum zweck-
miBig, streng relativistisch zu rechnen, in der
Entwicklung nach der Retardierung aber nur

18 Anm. h. d. Korrektur. Nach neueren Unter-
suchungen kann man die Frage, ob ¢ = ¢ oder v F ¢

ist. nicht allein von der Dirac-Gleichung her entschei-
den (vgl. Anm. 24).
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einen Schritt weiter zu gehen als gewdohnlich®®. Mit Riicksicht auf
172 -9
Uy () Uy (s —17) = u, ( — T U, + ,‘2 Ug - )—— ( ‘czua...)
und
72 T 72 2 T .
gk B =
a(s)—za(s——"v)) —?(ua ?ua—k?ua ..) “—TQ 12(}2 ua
erhélt man nach Gl. (8) mit der dimensionslosen Abkiirzung
l2 ‘
Q= — u (10)

in der I ein willkiirlicher, passend zu wéhlender Léingenfaktdr ist, die Lagrange-Funktion

c7?
2 [?

we [

ot~

vt e
2 Q)d”“ ¢ a®a

Darin ist der erste Ausdruck nichts anderes als eine mit dem Ansatz von f (o) variierende Funk-

tion von . Wir konnen also

e
Ly= —m,c* F(Q) — ?ua Qo

setzen. Es bedeutet:

F @ = m, c3 [( T 2l2 Q)f(

Statt den Einflul von f(¢) zu studieren. kann
man sofort F (@) untersuchen. Gl. (11) stimmt
mit der Lagrange-Funktion fiir das Honl-Papa-
petrousche Pol-Dipolteilchen iiberein.

Im folgenden wird die Eigenzeit ein-wenig ge-
eigneter Parameter sein. Wir beniitzen darum
weiterhin die Koordinatenzeit. In diesem Falle
lautet das Variationsprinzip 3 [Ldt =0, und die
Lagrange - Funktion nimmt folgende Form an

(8 =v/c):
L=—m¢FQVI—F +ep— - (0W);

om 1 Loy 2 )
Vl — B cV1—g? I
Wir werden alsbald sehen, dall die Geschwindig-
keit b der Zittergeschwindigkeit in der Diracschen
Wellengleichung entspricht. Von allen Autoren
ist bisher in Beispielen stillschweigend die Vor-
aussetzung gemacht worden, dafl diese auch in
der korrespondierenden klassischen Theorie gleich
oder nahezu gleich der des Lichtes sein muB.
Weyssenhoff und Raabe* haben neuer-

(18)

Klementarteil-
im Druck (seit Dez.

» F. Bopp, Massenspektrum der
chen, vgl. Anm. 4, Z. Physik,
1947).

(11)

12 T Q) o7, (12)

dings darauf hingewiesen, daB es zu betriicht-
lichen Vereinfachungen fiihrt, wenn man dies von
vornherein beriicksichtigt. Im folgenden scheint
sich daraus sogar ein bestimmter Ansatz fiir die
Funktion F(Q) in Gl. (13) zu ergeben. Wenn
anders der Massenterm in Gl. (13) fiir [v =,
d. h. fiir 8 = 1. nicht verschwinden oder divergie-
ren soll, muf

FQ) = 14/(,; (14)

sein. Ein méglicher willkiirlicher Faktor steckt
bereits als unbestimmter Léngenfaktor [ in der
Definitionsgleichung (10) von @. Er wird am
Ende durch die Dirac-Gleichung geeicht werden.
Natiirlich kénnen noch Glieder hinzukommen, die
fiir 8 —+1 verschwinden. Solange wir nur die
Losungen B8 = 1 betrachten, sind sie ohne Bedeu-
tung. Nach Gl. (14) ist

4

L=—mecV1 VU + (ﬁ)i

+ew—;(nﬁl).

(15)

2 J. Weyssenhoff u. A. Raabe, Acta physica
polon. 9, 7—53 [1947].
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Obwohl in der obigen Lagrange-Iunktion
Retardierungseffekte wenigstens in erster Nihe-
rung enthalten sind — in der Quantentheorie der
Wellenfelder entsprechen ihnen Emissions-Re-
absorptionsprozesse —, tritt das Feld nicht mehr
explizit in Erscheinung. Das hat zur Folge. dal}
die Quantelung ohne Divergenzschwierigkeiten
moglich ist. Die klassischen sind durch den An-
satz in G1. (1) beseitigt. Quantenmechanisch treten
keine auf®. obwohl die gewohnliche Behandlung
der Emissions-Reabsorptionsprozesse zu diver-
genten Ergebnissen fiihrt.

Da die Lagrange-Funktion (15) von der Be-
schleunigung abhéngt, treten in der kanonischen
Darstellung Ort v und Geschwindigkeit b als un-
abhéngige Variable auf. Fiir die zugehorigen
kanonisch konjugierten Variablen p und § gilt:

JL d JL JL
e e g 8§ = ——.
Jo dt Vi) v

p:

Die Hamilton-Funktion erhélt man aus
H=vp+0v8—L(r,0,0)

nach Elimination von v. Aus 8 = 3L/3b folgt:

1
. m,® c* 1 é"_'c_?(ng)p
v ——ty — )
l/é’aﬁ—?(né)2
T — my? ¢ /4

.
l/§2 —F (0 3)*
so daB sich explizit als Hamilton-Funktion ergibt:
my? ¢l
. 2
4 |/8*— pe (v8)
(16)

H=—e¢+(v,p+%ﬁl)+

Aus der Hamiltonschen Gleichung fiir v

JH _ m,? 031/4',v[
T Y L ey | 1
]/g — oz (%) (17)

folgt sofort, dall [p =c ein Integral der Bewegung
ist. Wir wollen weiterhin allein diese Liosungen be-

L gl
§—7(ns)n

2t Das stimmt mit den Ergebnissen von R.P.Feyn-
man iberein in ,Relativistic cut-off for quantum
: . 1
electrodynamics™ (Skriptum, Anm. 9, 19).
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1 5 1
D5 2 =, / 2
e (08)2 = o (bX8)

trachten, woraus sich 82 —
ergibt.

Auf die Verwandtschaft von Gl. (16) mit der
Diracschen Wellengleichung ist wiederholt hin-
gewiesen worden. Insbesondere ist. wie in der
Diracschen Wellengleichung. zwischen der Ge-
schwindigkeit b und dem Impuls p zu unterschei-
den. Im kréftefreien Fall ist b = const; p ist also
der Makroimpuls. Dagegen kann v nach Gl. (17)
niemals konstant sein. auch nicht fiir makro-
physikalisch ruhende Teilchen. Die Geschwindig-
keit b ist also die die Zitterbewegung beschrei-
bende Mikrogeschwindigkeit. Die zu v kanonisch
konjugierte Grofe & erscheint bei Honl als Mas-
sendipolmoment. Sie beschreibt offenbar das Aus-
einanderfallen von Ladungs- und Energiemittel-
punkt.

Nach vollzogenem Ubergang zur kanonischen
Darstellung kehren wir zur Viererschreibweise
zurlick. Es wére moglich und formal sehr ele-
gant, von vornherein eine kanonische Darstellung
in B, zu wihlen. Das wiirde aber eine Reihe von
Anmerkungen nétig machen, die nur durch den
Formalismus bedingt sind und keine physika-
lische Bedeutung haben. Setzen wir (¢M) =
(¢--9) = A, i¢) und (p,) = (p,.-p,) =
(P.iE/c), so folgt aus Gl. (16) nach Multiplika-
tion mit 4 08/ /m ¢l

e D
K= (gavp(z+ ¢ (P”) -+ iy, c2=0. (18)
Darin ist

= 3 | » A o) . 19
(94) m od X8 -(v,ic) (19)
Die g, entsprechen in Gl. (18) ganz den Dirac-
schen Matrizen. Aber es sind Funktionen der

kanonischen Variablen v und &.

3. Der Thergang zur Wellengleichung

Der formale Ubergang zur Wellengleichung ist
nicht schwierig. Beziiglich der Variabeln x,und p,,
kann man ganz und gar in herkommlicher Weise
verfahren. Wir betrachten die x, als c¢-Zahlen.
und fiir p,, setzen wir die Schriodingerschen Ope-
ratoren oo

i dr (20)

Pa =

a

Auch beziiglich (v.s) konnten wir analog vor-
gehen und haben das frither gelegentlich getan.
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Auf diese Weise erhilt man eine Wellengleichung
fiir eine Funktion y (z,, 9). Diese Wellengleichung
enthiilt sozusagen innere Freiheitsgrade des Elek-
trons. Sie bleiben auch fiir kriftefreie (¢,=0).
makrophysikalische ruhende Teilchen (p = 0)
iitbrig und geben im allgemeinen ein ganzes Mas-
senspektrum von Ruhenergien. Die zu den ver-
schiedenen Energiewerten gehérenden Zusténde
der ruhenden Teilchen kénnen sich auBlerdem
noch in einem von der Zitterbewegung herriithren-
den spinartigen Impulsmoment unterscheiden®.
Allerdings sind die Werte des Spins ganzzahlig.
Man kann jedoch zeigen, dall die Schrédingersche
Operatorendarstellung fiir die kanonischen Va-
riablen b, 8 nicht die allgemeinste ist. Es gibt
spinorartige Ansétze dafiir. die dann selbstver-
stdndlich auch halbzahlige Spinwerte ermdglichen.

Ehe wir das tun, sei noch eine Bemerkung iiber
die vorliegende Methode der Quantelung voraus-
geschickt. In der Quantentheorie der Wellenfelder
geht man gewdéhnlich von einer kanonischen Dar-
stellung der Wellengleichung aus, in der die
Fourier-Amplituden der Wellen als kanonische
Variable erscheinen. Hier wird mindestens der
Tragheitsteil der Wellenfelder durch die Bahn-
parameter des erzeugenden Teilchens definiert. Er
ist dadurch eindeutig bestimmt. Darin liegt eine
doppelte Abénderung der gewohnlichen Methode.
Erstens haben wir implizit eine Variablentrans-
formation durchgefiihrt. Da auch die neue Dar-
stellung kanonisch ist, muf} es sich um eine kano-
nische Transformation handeln. Es ist zu be-
achten, daB daraus eine merkliche Anderung der
physikalischen Ergebnisse folgen kann, weil zwar
die Vertauschungsrelationen der Quantenmecha-
nik kanonisch invariant sind, nicht aber die Wel-
lengleichungen. Wenn man etwa ein gewohnliches
mechanisches Problem, z.B. den Oszillator oder
den Rotator, vor der Quantelung statt in Orts-
und Impulskoordinaten in Wirkungs- und Winkel-
variablen darstellt, so erhdlt man nicht die Schro-
dingerschen Eigenwerte, sondern in Strenge die
der alten Bohrschen Theorie. Es gibt kein all-
gemeines Prinzip, um zu unterscheiden, welches
die richtige Variabelnwahl ist. Dariiber kann man
nur die Erfahrung befragen. Die folgenden Er-
gebnisse diirften zeigen, dal jedenfalls die Teil-
chenparameter als Variable mit der Erfahrung
bestens in Einklang zu bringen sind.

Diesem Vorzug der neuen Variabeln steht der
Nachteil gegeniiber, dafl wir bisher nur die innere
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Zustrahlung und nicht die Ausstrahlung behan-
deln kénnen. Wir kommen damit zu dem zweiten
Punkt, in dem sich die vorliegende Methode von
der konventicnellen unterscheidet. Die innere Zu-
strahlung wird durch den Ubergang zu den Par-
tikelparametern ein quantenmechanisches Pro-
blem. Auch bisher bestand die Quantelung aus
einem der Mechanik und einem der Strahlungs-
theorie angehdrenden Teil. Es ist schon von ande-
rer Seite darauf hingewiesen worden, dal der
Schnitt zwischen Partikelenergie und Strahlungs-
energie bisher an einer nicht Lorentz-invarianten
Stelle liegt. Durch die Diracschen Betrachtungen
iiber die retardierten und avancierten Potentiale
wird die obige Grenzverschiebung zwischen Me-
chanik und Strahlungstheorie nahegelegt. Hier for-
mulieren wir die Quantentheorie der Feldmecha-

- nik. Es mﬁth sich eine neue Form der Strah-

lungstheorie anschlieflen, eine Quantentheorie der
Ausstrahlung. Die folgenden Ergebnisse der
Quantentheorie der Feldmechanik diirften deren
separate Untersuchung rechtfertigen. Program-
matische Ansétze fiir eine Theorie der Ausstrah-
lung findet man bei Eliezer?®®.

Kehren wir zur Operatordarstellung von b und 8
zuriick! Dal die Schriodingersche Darstellung

=" 2 nicht alle Moéglichkeiten erfafit, folgt

i Jo
daraus, dal die g, in Gl. (19) nur von b und b X &

abhéngen. Der zweite Vektor ist von der Form
eines Drehimpulsoperators, von dem man weil.
daB die Schrodingersche Darstellung nur ganz-
zahlige Eigenwerte liefert, wahrend die Matrix-
darstellung auch halbzahlige Werte zulidft. Man
sollte deshalb erwarten, dall es eine verallgemei-
nerte Darstellung der Operatoren gibt, die zwar
zu denselben Vertauschungsrelationen fiihrt wie
die Schrodingersche, die aber auch halbzahlige
Losungen enthélt. Den geeigneten Ausgangspunkt
zum Studium der Vertauschungsrelationen bilden
die Poisson-Klammern?®, die sich hier willkiir-
frei aus dem physikalischen Ansatz ergeben.

‘Wir berechnen die Poisson-Klammern fiir die
Ausdriicke aus Gl. (19). Darin setzen wir
t/mycl =2¢/h. ¢ ist eine reine Zahl. Die Ab-
spaltung des Faktors 2 ist bequem. Mit

20

Jo = h

v X 8 (21)

(22)
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Die Poisson-Klammern zweier Funktionen A | g 20 9 ;
und B der kanonischen Variabeln v und 8 sind 1900 %) = 5 o x 3 (0*5,—(08) %)
durch die Gleichungen (25)

( — 2 Q 1 g‘l N g
JA JB A IB 19028} =— g (Br,—(08)s).
4 B‘ M et A il Y A (23) n |oX38]
: /T8 oo Jo I8 o
Daraus folgt einerseits
definiert. Es wird sich zeigen, daB die Poisson- 5
; ;07 8l = 8%l =0; 0
Klammern der Funktionen g, und (902 0%) = {90, D8} = {0, 8") (26)
andererseits ist
I e
9a198¢y = 9ap 24
Wa ﬂ} af (24) g4-—u'|qog' 4“)((03 —(08)v);
ein in sich abgeschlossenes System bilden, der- (27)
art, dal sich die Klammern von je zwei dieser o o 40°0° ;
e . : 9= 19: 9 [ — (”i SV s;) -
Grében als Funktionen von g, und g, g darstel- fi2 i

len lassen.
Die Grundformeln fiir die folgenden Rechnun- 1
gen lauten, wie man leicht verifiziert: ‘ {gi,gk]l =190 0,19, V)| = e (9,9, —?.9:)

Letzteres ergibt sich aus

Die iibrigen Poisson-Klammern lauten:

4 0%¢? |
'{ga(i’gy} e —ﬁ2—(-qa 6{97_9,? 6(1*/);
r LR 5 ) 5
YaprJuwi = @av Bu—93v%u—"Yaun ﬂv+gﬂ‘u av)' (28)

Die letzten Gleichungen folgen rein algebraisch aus

19&3 g,ufv; {9ab‘7 \guvqw} = {{ga57gu}7gv} —{{gaﬁv.‘/r}gu}-

In den ersten ist v = ¢ gesetzt?.
In der Quantenmechanik treten die Vertauschungsrelationen an die Stelle der Poisson-Klammern. Es
besteht folgende Korrespondenz:

h
18000} = 6ik_’[si’0k] W 0
An die Stelle einer Gleichung mit der Poisson-Klammer

14,Bj=C

tritt also die Vertauschungsrelation
[A ’ B] =1
Aus den Relationen (24) und (28) folgt danach

I
[90:93] = 9as
4 0% ¢
[ga,fhg'y] = ’l:;f{ ((/a 6‘5‘;'—93 6ay) ) (29)

40%¢? |
[gaﬁ'rg/: v] = in (Gan 6,3‘u._g,5‘m 6(1”_ Jau 6,3'/ + 93 u 6(1 v) :

22 Die Gln. (24) und (28) gelten iibrigens auch fiivr v = ¢, falls go —

~f] & —clg (0 8)? ist.
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Diese Vertauschungsrelationen kann man in folgender Weise realisieren. Es seien i =(§,..8)
und E* = (£,*..%,%) spinorartige Variabeln, die an die Stelle der Geschwindigkeit v treten. Die
Ableitungen bezeichnen wir mit

K d " B d
i # Tt 7 30) -
"= T E (30)

[ 2

Wir bilden mit den Diracschen Matrizen v,,v,,v,,v, die Operatoren

1 .
Lo=5Enraran +0"749) (31)
und fiir « =3
’ . 1 ¢
Top= 5 E nvargran—n"7a789)- (32)

Sie geniigen folgenden Vertauschungsrelationen:

i
[[a7rﬁ] =2_ [ap’

h T A
[Lag> 1y) = ’{([a Opy — Ly 04;); (33)

[ aw u]'_"-’ av ‘;’uﬁfﬂvda‘u—f 6?¢+[J,u.dav)'

Diese stimmen bis auf Faktoren mit denen in GI. (29) iiberein. Wir haben vollends Identitét. wenn wir

20c¢ 4 0%¢?
~ -17 -

5 a’ Jap = Rz  Tap

setzen. Die durch die Gln. (31) und (34) definierten Gréllen g, stimmen also konespondenzmaﬂlg mit
den Funktionen in Gl. (19) iiberein.

Setzen wir diese Operatoren und die aus Gl. (20) in Gl. (18) ein, so ergibt sich nach Division durch
c als Wellenglmchunq der Feldmechanik

{%(§*yaPéﬂ—n*yaPa§)—mocllp(x,g’g*)zo_ ( 5)

d
+i(paa P(J%:'-'“_f*+4ma7 (36)

Darin bedeutet

i
P‘}‘—-zT ox

a

und die Wellenfunktion hidngt auller von x, noch von den Spinorvariabeln & und &* ab. Nehmen
wir speziell an, daB sie von £* linear und von £ iiberhaupt nicht abhingt, setzen wir also .

V=8 vy @, (37)

so folgt. wenn wir fiir den noch unbestimmten Zahlenfaktor ¢ = 1 schreiben,
E*‘:ih Ya Fo + M, 074}' y (x) =0,
oder (etwa durch Ableitung nach £*) die Diracsche Wellengleichung
{*/a P, — im, el (@) =0. (38)

Die Diracsche Wellengleichung liefert also spezielle Losungen der allgemeinen Wellengleichung
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der Feldmechanik in Gl. (35). die mit ¢ = 1 folgende Gestalt annimmt:

¥

W& v, Pim—Fy PyE— Amy e} ¥ (0, E,8) = 0. (39)
Da 2%7 und 4*Z mit dem Operator der Wellengleichung vertauschbar sind, erhilt man als partiku-
lire Losungen der Gleichungen die homogenen Funktionen in & und &*. Der zur Dirac-Gleichung
fiithrende spezielle Ansatz in Gl. (37) ist von dieser Art. Iis ist zu erwarten. dafl die homogenen Funk-
tionen hoheren Grades zu Wellengleichungen fiir Teilchen mit hoherem Spin fiihren. Untersuchungen
dariiber sind im Gange*. ) 4

Es ist bemerkenswert. dal sich die Dirac-Gleichung nur fiir den speziellen Ansatz F(Q) = V @ in
Gl. (14) ergibt* . Das bedeutet aller dings nicht, daB der Elektronenspin nur aus einer eindeutig bestimm-
ten Struktur des Elektrons folgen wiirde. Wenn wir annédhmen. GIl. (14) gelte fiir alle Werte von Q.
dann wiirde daraus zwar eine bestimmte Funktion f (o) folgen. Diese widerspriche aber anderen Er-
fahrungen. Tatséchlich reicht die Dirac-Gleichung nur aus, um Gl. (14) fiir extreme Zittergeschwin-

digkeiten zu garantieren. d. h. nur asymptotisch fiir ¢ — oco.

F@Q —

Zm e

wenn wir iy . l/
12 r=0

oder,

3 e ]/4~
_ FO =55 Vizp

Wir kommen also asymptotisch zu Gl. (14):

4
FY(Q) — VQv
wenn wir f (¢) so wéhlen, dafl
" —5
f;(o)do __2 my ¢ I/l?l (40)
e e
J oV,

ist. Die Vergleichung mit fritheren Ergebnissen?
wird erleichtert, wenn wir o = -£2, f (-€2) =g (€)

daBl | =

setzen. Beachten wir noch,
ny, ¢
wéhlen wir die Einheiten ¢ =1. ¢ =1, m, =1

und 7 =137, so lautet GIL. (40)

/.y G VEdE = %Vﬁ V3 =2056. (4l

Daneben gilt [Anm. 2, Gl. (2)] :ﬁ (6) do—1. d. h.

[o@za= 5.

(42)

= Anm. b. d. Korrektur.
inzwischen bestiitigt.

2 Anm. b. d. Korrektur. Die Frage nach dem Ein-
flulf von F(¢) wird demnichst ausfiithrlich behandelt.
Ils ist sehr iberraschend, dall man auch fiir v == ¢
neben anderen Lisungen die Dirac-Gleichung erhilt.

Diese Vermutung hat sich

Z‘Q
4

r\.

In diesem Grenzfall folgt aus GI. (12)

— ¢ setzen:

f(o) do *_
o w—— VQ
V—o0

In Lorentzscher Ndherung gilt Gl. (42) eben-
talls. An Stelle von Gl. (41) erhalt man jedoch
[Anm. 2, Gl1. (60)]:

[owae=1.

Man kénnte daran denken, daf diese Bedingung
neben den Gln. (41) und (42) weiter besteht. Das
ist aber physikalisch nicht sinnvoll. Gl. (41) gilt
fiir extreme Zittergeschwindigkeiten, die Lorentz-
sche Naherung fiir vernachlissigbare. Fiir das
Elektron hat man zweifellos nicht von der Lo-
rentzschen, sondern von der Honl-Papapetrou-
schen Gleichung auszugehen. Wenn man ¢, um
den Anschlufl an die Diracsche Wellengleichung
zu gewinnen, gemil den Gln. (41) und (42) be-
stimmt, so liefert also das Integral

M= [g@as+1,

das im allgemeinen von m, = 1 verschieden sein
wird. die Masse des Teilchens im Grenzfall klei-
ner Zittergeschwindigkeit. Setzen wir zur ersten
[ g0 fiir & <&

10 fir &> &)

so folgt aus den Gln. (41) und (42) bzw.

. 3 1 : 1
5 0 P =2006; g &=

(43)

Abschiitzung g(8) =
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also

1
9, = A*, & = = (4 = 30,84)

und
M, =g, 5 = 4% = 951 .

Die Losungen mit kleiner Zittergeschwindigkeit
ergeben also schwerere Teilchen: Mesonen oder
Protonen. Wir gewinnen mit dieser qualitativen
Betrachtung den Anschlufl an unsere friihere Dis-
kussion®*1 des Massenspektrums der Elementar-
teilchen. Die in der Dirac-Gleichung enthaltenen

* Es verdient jedoch angemerkt zu werden, dafB

Diracs klassische Theorie des Elektrons gemifi dem
Ansatz in Gl (4) nicht mit der Diracschen Wellen-

gleichung in Einklang ist, weil §g(&) I/E d& diver-
giert.
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Strukturaussagen werden durch Gl. (41) vollstén-
dig erfafit. Danach kann der Elektronenradius
offenbar um GréBenordnungen kleiner sein als der
klassische Lorentzsche. Vielleicht kann M, sogar
unendlich werden®*. Wie es sich damit verhilt,
héingt von dem Verlauf von F(Q) fiir kleine @ ab.
Die Bestimmung dieser Funktion fiir miBige
Argumentwerte setzt Erfahrungen voraus, die
iiber den Inhalt der Dirac-Gleichung hinausgehen
und die an anderer Stelle behandelt werden sollen.

Es ist mir eine ganz besondere Freude, diese Arbeit
Hrn. Geheimrat A. Sommerfeld zu seinem 80. Ge-
burtstag, am 5. Dezember 1948, zueignen zu konnen.
Moge es uns verginnt sein, uns seiner regen Anteil-
nahme am wissenschaftlichen Leben des Miinchener
Institutes noch lange zu erfreuen! Mogen dem Jubi-
lar noch viele Jahre eines gesegneten Lebensabends
beschieden sein!

Mechanik und Massenspektrum der Elementarteilchen

Von He.mut HONL
Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitit Freiburg i. Br.
(Z. Naturforschg. 3a,573—583 [1948]; eingegangen am 27. August 1948)

Herrn Geheimrat A. Sommerfeld in dankbarer Erinnerung an die Miinchener
Studienjahre zum 80. Geburtstag gewidmel.

1. Einfihrungund Zusammenfassung

H. A. Lorentz hat die These aufgestellt, daf
es moglich sein miisse, die Mechanik des Elek-
trons — und damit im Prinzip aller Elementar-
teilchen — vollstindig auf Elektrodynamik zu-
riickzufiihren. Der Durchfiilhrung des Lorentz-
schen Programms stellten sich aber eine Reihe
von Schwierigkeiten entgegen, wie die unendliche
Selbstenergie punktformig angenommener Ele-
mentarteilchen, ferner der Elektronenspin und
die von Dirac! und Wessel? hervorgehobene
Selbstbeschleunigung des klassischen Punktelek-
trons. Wahrend sich aber die unendliche Selbst-
energie in der klassischen Theorie durch Erwei-
terung der Grundlagen der Maxwell-Lorentzschen
Elektrodynamik nach den Arbeiten verschiedener

* P. A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A
167, 148 [1938].

2 W. Wessel, Ann. Physik (5) 43, 565 [1943].

3 M.Born u. L.Infeld, Proc. Roy. Soc. [London],
Ser. A 144, 425 [1934]; 147, 522 [1934]; 150, 465 [1935];
P. A. M. Dirac?; H. Hoénl u. A. Papapetrou, Z.
Physik 112, 65 [1939].

Autoren? beseitigen 146t und die Selbstbeschleuni-
gung als ein Hinweis auf die tatsiichliche Instabi-
litdt von Elementarteilchen gedeutet werden kann
(Mesonenzerfall)®, hat sich der Elektronenspin
lange Zeit als ein besonders hartniickiges Hinder-
nis fiir die konkrete Durchfiihrung der Lorentz-
schen Theorie erwiesen. Erst neuerdings ist es
Bopp® gelungen, den Elektronenspin in die Elek-
tronentheorie konsequent einzubeziehen und als
eine Art ,Nebenbewegung* (oder . Zitterbewe-
gung®) des Elektronenortes zu verstehen.

Demgegeniiber haben Papapetrou und der
Verf.® schon vor lingerer Zeit darauf hingewie-
sen, dal sich auch ganz unabhingig von der
Elektrodynamik eine Mechanik der Elementar-
teilchen, speziell des Elektrons, begriinden 1a8t.
Es handelt sich dabei darum. die Mechanik des

* H. Honl, Z. Naturforschg. 2a, 537 [1917].

> ¥F. Bopp, Ann. Physik (5) 42, 572 [1943]; Z. Na-
turforschg. 1, 53 [1946].

¢ H.Honlu. A. Papapetrou, Z Physik 112, 512

[1939]; vgl. auch ebenda 114, 478 [1939] u. 116, 154
[1940].



